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Distribuições invariantes

Def. Dadas uma medida λ e uma Q-matriz Q em S, dizemos que
λ é invariante para Q se λQ = 0.

Teorema 1

Seja Q uma Q-matriz e Π a matriz de saltos resp. São
equivalentes:

(i) λ é invariante para Q;

(ii) µΠ = µ, onde µx ≡ λxqx (µ é invariante para Π).

Dem. Note que qx(πxy − δxy ) = qxy ∀ x , y ∈ S. Logo, ∀ y ∈ S(
µ(Π− I)

)
y
=

∑
x∈S µx(πxy − δxy ) =

∑
x∈S λxqxy = (λQ)y ,

e conclúımos que µΠ− µ = λQ. □
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Distribuições invariantes (cont)

Vamos usar os resultados de tempo discreto para o caso de tempo
cont́ınuo.

Teorema 2

Suponha que Q seja uma Q-matriz irredut́ıvel e recorrente. Então
Q tem uma medida invariante, que é única a menos de múltiplos
escalares.

Dem. Excluindo o caso trivial em que S é unitário, a
irredutibilidade obriga a que qx > 0 ∀ x ∈ S. Pelos resultados do
Álbum 19, Π é irredut́ıvel e recorrente. Pelos resultados em tempo
discreto, Π tem uma única medida invariante a menos de múltiplos
escalares, digamos µ. Pelo Teo 1, podemos tomar λx = µx/qx ,
x ∈ S. □
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Recorrência positiva

Lembremos que x é dito recorrente se qx = 0 ou Px(Tx < ∞) = 1.

Se qx = 0 ou ou mx := Ex(Tx) < ∞, então dizemos que x é
recorrente positivo.

Se x for recorrente, mas não recorrente positivo, então dizemos
que é recorrente nulo.

Teorema 3

Seja Q seja uma Q-matriz irredut́ıvel. São equivalentes:

(i) Todo estado x ∈ S é recorrente positivo;

(ii) Algum estado x ∈ S é recorrente positivo;

(iii) Q é não explosiva e tem uma distribuição invariante λ.

Além disto, quando (iii) valer, temos que λx =
1

qxmx
.
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Dem. Teo 3
Excluindo o caso trivial em que S é unitário, a irredutibilidade obriga a
que qx > 0 ∀ x .

(i ⇒ ii) é óbvio. Para o restante do argumento, vamos fazer as seguintes
considerações preliminares. Seja, para x ∈ S, µx = (µx

y , y ∈ S), onde

µx
y = Ex

∫ Tx∧ζ

0

1{Xs = y} ds.

Fubini:
∑

y∈S µx
y = Ex(Tx ∧ ζ).

Seja Nx a primeira passagem de (Yn), a cadeia de saltos associada a Q,
por x . Então,

µx
y = Ex

∞∑
n=0

Tn+11{Yn = y , n < Nx}

=
∞∑
n=0

Ex(Tn+1|Yn = y)Px(Yn = y , n < Nx)

=
1

qx
Ex

∞∑
n=0

1{Yn = y , n < Nx} =
1

qx
Ex

Nx−1∑
n=0

1{Yn = y} =
γx
y

qx
,

usando a notação do caso discreto.
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Dem. Teo 3 (cont)

(ii ⇒ iii)

(ii) ⇒ x é recorrente, logo (Yn) é recorrente e Q é não explosiva
pelo Teo 2 do Álbum 17 (Teo 2.7.1 do livro).

Sabemos do caso discreto ((2do) Teo 1 do Álbum 6; Teo 1.7.5. do
livro) que γx é invariante para Π; logo µxQ = 0 pelo Teo 1 acima.

Como µx é finita:∑
y∈S µx

y = Ex(Tx ∧ ζ) = Ex(Tx) = mx < ∞,

temos que λy = µx
y/my , y ∈ S, é uma distribuição invariante para

Q, o que estabelece (iii).
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Dem. Teo 3 (cont)

(iii ⇒ i)

Supondo agora a validade de (iii), fixemos x ∈ S tal que λx > 0, e

façamos νxy =
λyqy
λxqx

. Então νx = 1, e νΠ = ν, pelo Teo 1.

Logo, pelo (2do) Teo 2 do Álbum 6 (Teo 1.7.6. do livro): νxy ≥ γx
y > 0,

y ∈ S; segue que λx > 0, x ∈ S, e logo

mx
∗
=

∑
y∈S µx

y =
∑

y∈S
γx
y

qy
≤

∑
y∈S

νx
y

qy
=

∑
y∈S

λy

λxqx
= 1

λxqx
< ∞,

e x é recorrente positiva, x ∈ S, e temos (i).

Voltando ao cálculo anterior, sabendo agora que Q é recorrente, temos
que Π é recorrente (Teo 3 do Álbum 19), e do (2do) Teo 2 do Álbum 6
(Teo 1.7.6. do livro), segue que

νy = γx
y , y ∈ S, e λx =

1

qxmx
.

□

∗Aqui usamos a hipótese de não explosividade.
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Contra exemplo

1 𝑥0
> ><

𝑥 + 1𝑥 − 1

𝜆𝑞! 𝜆𝑞"𝜇𝑞"
. . . . . . 

qx > 0 ∀ x ≥ 0, µ = 1− λ ∈ (0, 1): irredutibilidade.

Cadeia de saltos: PAS; recorrente positiva ⇔ µ > λ.

Das equações de equiĺıbrio detalhado†:

νx = 1
qx

(
λ
µ

)x
... medida finita em N quando p.ex. 1 < λ

µ < 2 e qx = 2x .

Note que, nesse último caso, a cadeia de saltos, e logo o PMS, são
transitórios. A única explicação é que Q é explosiva neste caso.

†que fornecem uma mediada invariante nesse caso, como veremos adiante
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Teorema 4

Suponha que Q seja uma Q-matriz irredut́ıvel e recorrente em S, e
seja λ uma medida em S. São equivalentes:

(i) λQ = 0;

(ii) λP(s) = λ ∀ s ≥ 0.

Dem. Como Q é recorrente, então, pelo Teo 2 do Álbum 17 (Teo
2.7.1 do livro), Q é não explosiva, e P(s) é recorrente pelo Teo 5
do Álbum 19.

Logo, λ satisfazendo (i) ou (ii) é única a menos de constante
multiplicativa. Da prova do Teo 3 acima, temos que, fixado x , se
fizermos

µy = Ex

(∫ Tx

0
1{Xt = y} dt

)
, então µQ = 0.

Basta então mostrar que µP(s) = µ.

9



Dem. Teo 4 (cont)

Pela Propriedade Forte de Markov:

Ex

∫ s

0

1{Xt = y} dt = Ex

∫ Tx+s

Tx

1{Xt = y} dt.

Logo,

µy = Ex

∫ Tx

0

1{Xt = y} dt = Ex

∫ Tx+s

0

· · · − Ex

∫ Tx+s

Tx

· · ·

= Ex

∫ Tx+s

0

· · · − Ex

∫ s

0

· · · = Ex

∫ Tx+s

s

1{Xt = y} dt

= Ex

∫ Tx

0

1{Xt+s = y} dt = Ex

∫ ∞

0

1{Xt+s = y , t < Tx} dt

=

∫ ∞

0

Px(Xt+s = y , t < Tx) dt
PM
=

∑
z∈S

∫ ∞

0

Px(Xt = z , t < Tx)Pzy (s) dt

=
∑
z∈S

(
Ex

∫ Tx

0

1{Xt = z} dt
)
Pzy (s) =

∑
z∈S

µzPzy (s). □
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Teorema 5

Seja Q uma Q-matriz irredut́ıvel e não explosiva admitindo uma
distribuição invariante λ. Se (Xt) for um PMS(λ,Q), então
(Xt+s)t≥0 também é um PMS(λ,Q) para todo s ≥ 0.

Dem. Pelo Teo 4, para todo x ∈ S, P(Xs = x) = (λP(s))x = λx .

Pela PM, dado Xs = x , (Xs+t)t≥0 é um PMS(δx ,Q), independente
de (Xr )0≤r≤s . Logo, dados 0 < t1 < · · · < tn e x1, . . . , xn ∈ S,

P(Xtn+s = xn, . . . ,Xt1+s = x1)

=
∑

x∈S P(Xs = x)P(Xtn+s = xn, . . . ,Xt1+s = x1|Xs = x)

=
∑

x∈S λxPx(Xtn = xn, . . . ,Xt1 = x1)

= P(Xtn = xn, . . . ,Xt1 = x1).
□
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Convergência ao equiĺıbrio

Lema 1

Seja Q uma Q-matriz e (P(t)) o semigrupo associado (dado pela
solução ḿınima da Equação Atrasada de Kolmogorov).
Então para todo t, h ≥ 0

|Pxy (t + h)− Pxy (t)| ≤ 1− e−qxh.

Dem.

|Pxy (t + h)− Pxy (t)|

=
∣∣∑
z∈S

Pxz(h)Pzy (t)− Pxy (t)
∣∣

=
∣∣∑
z ̸=x

Pxz(h)Pzy (t)− (1− Pxx(h))Pxy (t)
∣∣

≤ 1− Pxx(h) ≤ Px(T1 ≤ h) = 1− e−qxh □
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Teorema 6 (Convergência ao equiĺıbrio)

Seja Q uma Q-matriz irredut́ıvel e não explosiva com semigrupo
(P(t)) e distribuição invariante λ. Então para todo x , y ∈ S

Pxy (t) → λy quando t → ∞.

Dem. Seja (Xt) ∼ PMS(δx ,Q). Para h > 0 fixado, seja
(Zn)n≥0 = (Xnh)n≥0.

Pelo Teo 5 do Álbum 19 (Teo 2.8.4 do livro), temos que
(Zn) ∼ CM(δx ,P(h)).

O Teo 1 do Álbum 19 (Teo 3.2.1 do livro) e a irredutibilidade
implicam que Pxy (h) > 0 ∀ x , y .

Logo, P(h) é irredut́ıvel e aperiódica; logo, pelo Teo 4, λ é
invariante para P(h), e pelo Teo de convergência para CM’s em
tempo discreto:

Pxy (nh) → λy quando n → ∞.
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Dem. Teo 6 (cont)

Dado ε > 0, podemos escolher h > 0 tal que

1− e−qx s ≤ ε/2 ∀ 0 ≤ s ≤ h (1)

e então escolher N tal que

|Pxy (nh)− λy | ≤ ε/2 ∀ n ≥ N. (2)

Para t ≥ Nh e n ≥ N tal que nh ≤ t < (n + 1)h, temos

|Pxy (t)− λy | ≤ |Pxy (t)− Pxy (nh)|+ |Pxy (nh)− λy | ≤ ε,

pelo Lema 1, (1) e (2). □
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Teorema 7

Consideremos uma Q-matriz Q irredut́ıvel e ν uma distribuição
qualquer em S.‡

Suponha que (Xt) ∼ PMS(ν,Q). Então

P(Xt = y) → 1
qymy

quando t → ∞ ∀ y ∈ S,

onde my = Ey (Ty ).

Dem. Segue do caso discreto, usando o mesmo argumento do
Teo 6 (e que Q recorrente nula ⇒ P(s) recorrente nula; caso
transitório é simples).

□

‡Para evitar um caso trivial, e diferente, supomos |S| ≥ 2.
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