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Distribuicoes invariantes

Def. Dadas uma medida A e uma @-matriz Q em S, dizemos que
A € invariante para Q se A\Q = 0.

Teorema 1

Seja Q uma Q-matriz e Il a matriz de saltos resp. S3o
equivalentes:

(i) A éinvariante para Q;
(i) ul = p, onde py = Axgx (@ é invariante para ).
Dem. Note que gx(7xy — 0xy) = qxy V X,y € S. Logo, Vy e S

(u(l'l - I))y = 2oxes Mx(Ty = Oxy) = Dses Ay = (AQ)y,
e concluimos que ull — 1 = AQ. O



Distribui¢des invariantes (cont)

Vamos usar os resultados de tempo discreto para o caso de tempo
continuo.

Teorema 2

Suponha que Q seja uma Q-matriz irredutivel e recorrente. Entdo
Q tem uma medida invariante, que é (nica a menos de multiplos
escalares.

Dem. Excluindo o caso trivial em que S é unitario, a
irredutibilidade obriga a que g« > 0V x € S. Pelos resultados do
Album 19, M é irredutivel e recorrente. Pelos resultados em tempo
discreto, 'l tem uma tnica medida invariante a menos de miltiplos
escalares, digamos p. Pelo Teo 1, podemos tomar A\ = pix/3x,
xeS. O



Recorréncia positiva

Lembremos que x é dito recorrente se gx = 0 ou Py (Tx < o) = 1.
Se gx = 0 ou ou my := E,(7Tx) < oo, entdo dizemos que x é
recorrente positivo.

Se x for recorrente, mas n3o recorrente positivo, entdo dizemos
que é recorrente nulo.

Teorema 3

Seja Q seja uma Q-matriz irredutivel. S3o equivalentes:
(i) Todo estado x € S é recorrente positivo;

(ii) Algum estado x € S é recorrente positivo;

(iii) Q é ndo explosiva e tem uma distribui¢do invariante \.
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Além disto, quando (iii) valer, temos que A\, =



Dem. Teo 3

Excluindo o caso trivial em que S é unitario, a irredutibilidade obriga a
que gy >0V x.

(i = ii) é 6bvio. Para o restante do argumento, vamos fazer as seguintes
consideracdes preliminares. Seja, para x € S, p* = (,uf,, y € 8), onde

S
Hy = IEX/O 1{Xs =y} ds.

Fubini: 37 s 1y = Ex(Tx A Q).
Seja N, a primeira passagem de (Y,), a cadeia de saltos associada a Q,
por x. Entéo

X =E, Z Topil{Y,=y,n < N}

—ZE n+1|Yn:y)Px(Yn:y7n<Nx)
1

qu Z]l{Y _y,n<N}_—E Z]I{Y_y}——;

usando a nota(;ao do caso discreto.



Dem. Teo 3 (cont)

(ii = iii)
(ii) = x é recorrente, logo (Y},) é recorrente e Q é n3o explosiva
pelo Teo 2 do Album 17 (Teo 2.7.1 do livro).

Sabemos do caso discreto ((2do) Teo 1 do Album 6; Teo 1.7.5. do
livro) que * é invariante para IN; logo 1*Q = 0 pelo Teo 1 acima.
Como p* é finita:

ZyeS “; = EX(7;< A C) = EX(7:<) = Mmy < 00,
temos que \, = ,u§/my, y € 8, é uma distribuicdo invariante para
Q, o que estabelece (iii).



Dem. Teo 3 (cont)

(iii =)
Supondo agora a validade de (iii), fixemos x € S tal que A\, >0, e

A -
facamos ¥ = 2% Entio v, =1, e v = v, pelo Teo 1.
7 y AxQx

Logo, pelo (2do) Teo 2 do Album 6 (Teo 1.7.6. do livro): vy > 5 >0,
y €S, segue que A\, >0, x €S, e logo

ol X __ ljv( L; _ Ay 1
M= yesty = Dyes & = 2yes a diyes g = Mg < 00

e x é recorrente positiva, x € S, e temos (i).

Voltando ao célculo anterior, sgbendo agora que Q é recorrente, temos
que M ¢é recorrente (Teo 3 do Album 19), e do (2do) Teo 2 do Album 6
(Teo 1.7.6. do livro), segue que

1
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vy=7,y€ES, e A=

*Aqui usamos a hipdtese de n3o explosividade.



Contra exemplo

Aqo Hqx Aqy

0 1 e x—1 x x+1

Gx >0V x>0, u=1—X¢€(0,1): irredutibilidade.

Cadeia de saltos: PAS; recorrente positiva < 1 > .

Das equacdes de equilibrio detalhado!:

Uy = é(%)x ... medida finita em N quando p.ex. 1 < % <2e gy =2

Note que, nesse dltimo caso, a cadeia de saltos, e logo o PMS, s3o
transitérios. A (nica explicacdo é que Q é explosiva neste caso.

tque fornecem uma mediada invariante nesse caso, como veremos adiante



Teorema 4

Suponha que Q seja uma Q-matriz irredutivel e recorrente em S, e
seja A uma medida em S. S3o equivalentes:

(i) AQ =0;
(i) AP(s)=AVs>0.

Dem. Como Q é recorrente, entdo, pelo Teo 2 do Album 17 (Teo
2.7.1 do livro), Q é n3o explosiva, e P(s) é recorrente pelo Teo 5
do Album 19.

Logo, A satisfazendo (i) ou (ii) é tnica a menos de constante
multiplicativa. Da prova do Teo 3 acima, temos que, fixado x, se
fizermos

Tx
Ly = EX(/O H{X: =y} dt), entdo uQ = 0.

Basta entdo mostrar que uP(s) = p.



Dem. Teo 4 (cont)
Pela Propriedade Forte de Markov:

s Tx+s
EX]/ 1{x;::y}dt::Exj/ 1{X = y} dt.
0

X

Logo,

Tx Tx+s Tx+s
,uy:IEX/ ]l{Xt:y}dt:]Ex/ -~-—Ex/
0 0 Tx

Tx+s s Tx+s
:IEX/ -~-—IEX/-~-:IEX/ 1{X; = y}dt
0 0 s

Tx 0o
B [ U=y =E [ U =ye<Tha
0

Z/ (Xe = z,t < T2)Pyy(s) dt

o0
= / IEDx()<t+s y,t < Tx
0 zeS

_Z( / ]l{Xt_z}dt) (5) =3 aPsy (s). O

zeS zeS
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Teorema 5

Seja Q uma Q-matriz irredutivel e n3o explosiva admitindo uma
distribuicdo invariante A. Se (X;) for um PMS(), Q), entdo
(Xt4s)e>0 também é um PMS(\, Q) para todo s > 0.

Dem. Pelo Teo 4, para todo x € S, P(Xs = x) = (AP(s))x = Ax.

Pela PM, dado Xs = x, (Xst¢)t>0 € um PMS(dx, Q), independente
de (X;)o<r<s. Logo, dados 0 < t; < --- < tpexy,...,xp €S,

P(Xt,+s = Xny -« - Xty 4s = X1)
=D ves P(Xs = X)P(Xtpts = Xn, .-, Xeys = x1|Xs = x)
= es MPx(Xe, = Xn, .., Xy = x1)
=P(Xs, = Xn, ..., Xty = x1)-
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Convergéncia ao equilibrio

Lema 1

Seja Q uma Q-matriz e (P(t)) o semigrupo associado (dado pela
solu¢do minima da Equagdo Atrasada de Kolmogorov).
Ent3o para todo t,h >0

Py (t+ h) — Py (t)] <1 — e~ h.

Dem.
|Pay(t + h) — Py (t)]

= ’Z sz(h)sz(t) - 'DX}/(t)‘

zeS

= | Pa(h)Poy(t) — (1 — Px(h)) Py (2)]
zF#X

<1—Pu(h) <P(T1 < hy=1—e%h O
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Teorema 6 (Convergéncia ao equilibrio)

Seja Q uma Q-matriz irredutivel e ndo explosiva com semigrupo
(P(t)) e distribui¢do invariante A. Entdo para todo x,y € §

Py (t) = Ay quando t — oo.

Dem. Seja (X;) ~ PMS(6x, Q). Para h > 0 fixado, seja
(Zn)nzo = (th)nZO-

Pelo Teo 5 do Album 19 (Teo 2.8.4 do livro), temos que

(Zn) ~ CM(6x, P(h)).

O Teo 1 do Album 19 (Teo 3.2.1 do livro) e a irredutibilidade
implicam que Py, (h) >0V x,y.

Logo, P(h) é irredutivel e aperiddica; logo, pelo Teo 4, A é
invariante para P(h), e pelo Teo de convergéncia para CM’s em
tempo discreto:

P.,(nh) = A, quando n — ooc.
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Dem. Teo 6 (cont)

Dado € > 0, podemos escolher h > 0 tal que
1—e % <eg/2V0<s<h
e entdo escolher N tal que

|ny(nh)_/\y| < 6/2 Yn>N.

Para t > Nh e n> N tal que nh <t < (n+ 1)h, temos

‘ny(t) - )‘y‘ < "ny(t) - ny(”h)’ + |'ny(”h) - /\y| <e,

pelo Lema 1, (1) e (2).
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Teorema 7

Consideremos uma @-matriz Q irredutivel e v uma distribuicio
qualquer em S.f

Suponha que (X;) ~ PMS(v, Q). Entéo
P(Xt:y)—>qy1—myquandot—>ooVy€S,

onde my =E, (7).

Dem. Segue do caso discreto, usando o mesmo argumento do

Teo 6 (e que Q recorrente nula = P(s) recorrente nula; caso
transitério é simples).

tPara evitar um caso trivial, e diferente, supomos |S| > 2.
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